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We are well aware of the fact that the probabi1ity density function can be 
uniquely determined by the moment generating function in the form of Laplace 
transform following the wellknown inversion formula by Levy. This property， 
we can consider， corresponds to the relation between the impulse response 
and the transfer function in the field of linear control theory. 
In this paper， several practical methods of recording direct1y the probabi1ity 
density and cumulative probabi1ity distribution curves for the physical quantities 
f1uctuating only in positive region are introduced by simulating the corresponding 
moment generating function on the analogue computer in the form of the transfer 
function. 
The experimental technique described in this paper are useful in the fields 
of statistical engineening， since the probabi1ity variables defined over positive 
region are fundamental quantities. 
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1緒言
一般に，確率分布関数がその Laplace変換である
一種の積率母関数によって一意に与えられることは，
数理統計学における Levyの反転公式1)に照して公知
の事実であるo この関係を， 自動制御論における
Impulse応答とその Laplace変換である伝達関数と
の関係に対応させて考察するならば，種々の与えられ
た積率母関数を，伝達関数の形でAnalogue電子計算
機上に実際に Simulateすることができ，これにより
統計工学の分野でしばしばあらわれる各種の正変量確
率密度分布関数や累積確率分布関数を，それぞれ，そ
の伝達関数の Impulse応答波，Indicial応答波として
直接記録紙上にえがきだすことができるはずである D
ただL，確率や確率密度の値は計算機上では電圧
Scaleで，確率変量は時間Scaleで模擬されよう O 本
論文において，特に正領域内で揺らぐ不規則変動波の
確率分布のみに着目したのは，Simulation Technique 
の物理的実現可能条件である因果律に照らして，実際
の確率変量を計算機上で模擬した時間軸の領域が半無
限区間 [0，∞〉内に限定されるからであるO
普教授桝助手
この手法はまた，積率母関数表示が複雑なために，
裏領域における積率母関数から表領域における累積確
率分布表示や確率密度分布表示を理論的に算出するこ
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とが困難な場合においても，この2つの分布曲線を同
時に直接えがきだすことができる利点ももち合わせて
いる O しかし本論文では， Analogue Simulationに
より得られた正変量確率分布表示の工学的重要性以外
に，この SimulationTechniqueそのものの正当性
をも実験的に確認するため， Simulationの適用対象
としては，すでにわれわれや他の人々によって裏領域
の積率母関数から理論的に陽に算出することので、きた
表領域の正領域変動分布のうち，特に工学的重要性の
あるもののみを具体例にとった。
一般に，正領域内でのみ変動する任意不規則波の確
率分布が，ちょうど周期性ある任意、波形を，正弦波，
余弦波といった一定の要素的 Patternで階級別〈周
波数別〉に攻撃するFourier調和分析と同じように，
Laguerre陪関数 (Laguerrefilter6)の拡張〉・ r型
確率関数といった一定の要素的 Patternで階級別に
(すなわちその母数を階級別に逐次変更しつつ積み上
げて〉攻究する直交展開型ならびに非直交展開型分布
表示で分析できることはすでに発表している O ここに
各不規則現象に特有な統計的個性は各展開係数のうち
に反映されよう O
2 理論的考察
正領域内でのみ揺らく、、任意不規則変動現象の確率分
布曲線は，その確率変量を計算機上の時間軸tとして
観測するのならば，負の時間領域では零応答をもち正
の時間領域では与えられた確率分布関数P(t)に対応し
た電圧波形をもっとして模擬される。このような出力
応答波形を Impulse応答波形としてもつような制御
要素を計算機上に S.imulate して物理的に実現する
ことは，因果律に照らして原則的に可能なのである。
具体的には，この正領域内任意変動分布を計算機上で
模擬するに必要な 2つの指針が考えられ，一般的に
は，緒言でもふれた直交級数展開型と非直交級数展開
担分布表示に基づく SimulationTechniqueを与え
ることがで、きる O
各種級数展開型確率密度分布表示のうちでも，特に
統計的正規直交関数展開表示を用いるときは，各展開
係数に対応した計算機 f二の Potentiometerの調整を，
他の Potentiometerに何等干渉効果を受けることな
く，個々に独立に行なうことができ，しかも無限級数
で、の展開表示を任意の有限項で、打ち切っても，なお確
率規格化条件:.fooop(t)dt= 1を充すといった長所をも
っている。しかし，他面，このような級数は実際的立
場では一般に条件収赦， !I守に交代級数の形であらわ
れ，有限項で、打ち切った場合確率表現として部分的に
負倍を示すことしばしばであり，工学的要求から各展
開係数のもつ物理的意義を問題とせず，結果の分布形
状を速かに救いたし、時は，収散の速さにおいていくら
か劣るといった短所をももち合わせてし、るO
一般に，現象の不規則さに関する多様な諸側面のう
ち，いかなる情報にどの程度の焦点をおくかによって
は，各種展開型統計処理方法のうちでも，正規直交展
開といった正攻法を常にとる必要はなく，時には直交
性を犠牲にしてでも要求に沿う他の側面〈たとえば収
殺の速さ〉を重視する別な非直交展開処理方法も考
えられ、有効性に価値をおく工学的側面においては，
実際的手法といえよう D たとえば，非心 chi-square
分布4)は，各展開項が母数の階級的に異なる r-分布
型で与えられた，やはり級数展開表示の形で定義され
てはいるが，各展開項聞にはもはや直交性はなしそ
の代り，各展開係数はすべて正値を示し，収数が極め
て速く，したがって，非心 chi-square分布としての
結果的な全分布形状を知るには，実際的に価値ある表
現方法であるO この場合，計算機上では展開係数に相
当した各 Potentiometerを互いに独立に調整できな
くなる不便もあるが，その代り， Potentiometerの全
伺数が少なくてすむ簡便さも生まれよう口
2-1 正変量確率分布の直交展開による
Analogue二SimulationTechnique 
[ 1 )一般的考察
われわれは，すでに正領域内でのみ揺らぐ任意、不規
則変動波の直交展開型確率密度分布 P(t)の一般表示
として，つぎの統計的 Laguerre直交展開型表示:
P(t) ==竺竺tm-);{1+芝Ak~~Ir(m) 
r(m) - I ~ 'k7a ~~~ r(k+m) 
・ Lアーマ~)} .....(1) 
ただL，
Ak，=くL〈rl〉Ab，m=金 A 金
山¥/lr dt. m 
を導いており 7)，Analogue Simulationを行なう上に
直接必要な量は，確率密度表示の方よりは計算機上で
伝達関数とし実際に模擬されるはずの積率母関数
m(s)(=くexp(一旬)>==.f;exp(ー ts)P(t用t)の方で
ある。したがって(1)式の m(s)を具体的に算出する。
いま Carson積分め:
1 1 α 
! pn+百 (P-m=ffe-PZTd詞〉
-L叫〈α)(z)dz ・H ・H ・.(2)
?
?? ????????? ? ??????
?
?
?
-・・・・ (3)
を施して得られた積分関係を(1)式に適用して
m(s) =一一ユ~{1十事 AKl-d竺;-ikl ・H ・H ・-性)
(1 +As)ml..L ， k~ \1 +As) J 
の積率母関数表示がえられるO この表示のうち，各展
開係数 Akは，計算機上では各Potentiometerによっ
て，あらかじめ平均値，分散 3次積率，……などの
各積率値から所定の値に設定されるか，または実際的
に得られた真の P(t)と(1)式を有限項で打ち切った近
似表現 P(t)との差を，ある誤差評価基準のもとに最
小にすべく，その Potentiomerによって調整される
べき性質のものである(この場合は k= 1， 2の展開
項もあらかじめ含めておく〉。したがってわれわれは
性)式右辺の各項で，まず
1 I A ¥k 一一一一一(一一三一r(k =0，3，4，5，"') ".・H ・"(5)
(1 +As)悦¥1+As' 
なる量を kの異なる各場合について伝達関数として
計算機上に SimulateL，さらにそれらを加算器で加
え合わさねばなるまL、。 (5)式のうち (AS/(1 +ぬ))k
の部分は公知のごとく Fig.1の要素をk個縦続すれば
R2 
吋 Wト 4
Fig. 1 Analogue simulation system of transfer 
function As/C1+As). CR1=A， CRg=A 
よく 2)，5)，また 1/(1 +As)mの部分についてはつぎの
2つの場合が考えられよう。
(A) m が正整数の場合は， Fig.2の要素を m イ同縦
続することによって容易に Sirnulateできる。
R， Ra 
~ 
Fig. 2 Analogue sirnulation system of transfer 
function 1/(1十As).Ra/Rl= 1，kCRa=A 
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(司 m が正整数でない一般の場合は， m= n (0を
含む正整数)+oC> 1，正整数でなしうとおき， nに
ついては凶の方法を適用し，残る 1/(1 +AS)1iにつ
いては，
(1千瓦戸十oAs+空〈空二二12(AS)2 ・H ・H ・'(6)
2 J 
なる関係から Fig.3の帰還接続型演算回路3) C右辺分
母の2次式における各係数がすべて正値をとる点に留
意、〉を用いることが考えられるo Levyの反転公式に
R. 
R1 
Fig.3 Analogue simulation system of transfer 
function 1/ {1 +δAs+o(o-1)/2J・(AS)2).
R1R2C1C2= o(oー l)A2/2J，(2R2+R1)C2=oA 
よれば，表領域の確率分布を一意に決定する裏領域
での積率母関数 m(s)に関する sの定義域は oを
含む任意微小区間[ーらど]でよく九このことは
Simulationにおける (6)式の近似の有効性を保証して
おり， Analogue計算機における時間 Scale換算の手
法を加味するならば，ますます効果的であろう。理論的
に典型的な形として現われる正領域分布においては，
rn=N/2 (N=正整数〉の母数をとる場合が多L、。め，7)
cnJ 自乗則非線形系の不規則応答
一般に AnalogueSimulation Techniqueの正当性
を実験的に確認するには， C 1 Jの一般的考察におけ
る各展開係数 Akがあらかじめ算出されている理論的
分布表示をその適用対象とするのが直接的であり，こ
こでは，特に信号解析の上で重要な意味をもっ場合と
して，任意 Spectrurnをもっ Gauss型定常不規則入
力を Memoryのある自乗則非線形系に加えた場合に
着目する。この場合の出力動揺確率密度分布が，その
積率母関数表示とともに，つぎのごとく与えられるこ
とを発表しているh
N 一品
m(s) = lT(1十2AiS)“ -・・ (7)
-一一P(t) =二工~tm-le A{1 
r(m) 
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a LFーマ~)
-・・・・ (8)、 Lr
ただし，んは入力の統計的性質〈自己相関関数〉と自乗則変換後の後置i戸波特性(衝撃応答〉の両者を対称核
のうちに反映させた異常形 Fredholm積分方程式の固有値であり， Nはその有効な個数で， m，α，β はすべて
このんから算出される特性 Parameterであるわom(s)が (7)式のごとく閉じた陽表示で与えられても，その
表領域である P(t)の理論的表示が閉じた陽表現をとることは一般に困難であるが，もちろん，この場合におい
ても AnalogueSimulationの結果による分布曲線は記録紙上で直接 (Analogue計算機の精度内で〉正確にえ
がきだされるo(8)式の一般展開表示はんの特殊な場合に対しては，閉じた陽表現の形にまとめることも可能で
ある O また，(7)式は因子を 2伺ずつ組み合わせ，それぞれの組を，
c1十2んs)c1十2AjS) 1 +2(ん+Aj)s+4んAjS2
の形の伝達関数にまとめて， Fig.3の手法を正確に適用することも可能である。
以下，Ai とNを種々変えた特別な場合について m(s)と P(t)の表示を列記するわ。
Case 1 N = 1， A1 (任意): 
-・・・・(ω
-・・・・(10)(s)=一L-，P(ωt)=一土一吾誌〆1+ 2AんlS 下〆/2π』んlt
N = 2， Ah A2 (任意): 
的)=訪λze-td+おI仕(1;寸)}
Case 1 
..(1) 
-・・(12)
1 
〆(1+2A1s)(1十2A2s)' 
N=N， A1=A2=・・・ =AN=1: 
iω=一上( 1 + 2 S)N 12 
N ， 
P(t〉=-L(ザ-le 2(自由度Nの chi-square分布〉
r(ご)
m(s) 
Case I 
N = N， A1 =A2=A{，ん=A4= A'2， .-… 
lN/1 m(s) =π ;~1 1 + 2 A'iS 
P(t) =閉じた陽表現不能
Case IV 
?? ? ??• • • • • • • • ?
2・2 正変量確率分布の非直交展開による AnalogueSimulation Technique 
( 1 J一般的考察
正領域のみで揺らぐ任意不規則現象の確率密度分布が，直交性を犠牲にする代わ一定の I一分布型 Pattern
の加法的集合(ただし，各展開項に位置する r一分布の母数は階級的に異なる〉で， つぎのごとく展開表示さ
れることはすでに発表している則。
????
((t)=r(…Pr(t;， A 吋
ただし
Pr(t;. A，ν+m)=.-..， .1，. ._tffi十ν-1e -1¥ (r一分布〉
ここに，各展開係数 Cν は P(t)の分布形状に関する性質から求まる定数で，もちろん~ 2.1における Akと同
様，真の P(t)と近似 P(t)との差を，ある誤差評価基準のもとに最小にすべく，各 Potentiometerの調整に
よって算出することもできるo(14)式の積率母関数は容易に，
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??
??
?• • • ?
のごとく導かれ， Fig.2とFig.3の SimulationTechniqueはそのまま，この場合にも適用できること明らかで
あるO
(HJ 規則信号相加の白色雑音に対する自乗平均回路の出力応答
規則信号成分(実効値vEo)を含む白色雑音を自乗平均回路に加えた場合の出力動揺確率密度分布が，その積
率母関数表示とともに，
m(s)= ~~m+ν)AmH ・ G
同(1十As)m十V
.....(1同
ν! (1 +As)m+ν 
ォ _1ぐEo+t)I /+¥m-l 凸 一一¥
P(れ才e A '-V' -，(j斗 1m-1'三〆E川=e-227トPr(t ; A， m+ν〉¥V E。ノ ー¥A~ -VVj 三百
〈か ~m中(_ ~os. ¥=e-e ~ (1 +As)m ~...t'\ l+Asl 戸。
-・・・・(17)
のごとく， Bessel分布(または自由度2m，偏心率 εの非心 chi-square分布4) で与えられることをすでに発
表しておりりペ言うまでもなく，制式は(国式の， (1司式は凶式の SpecialCaseになっているO 一般式仕掛式
における各民関係数Cν は，この場合すべて正値を示しており，この展開表示の収散の速さが直察されようo
一一一一ーーTheoreticalcurve 
一一一・-Analogue Simulation 
ただし，e=Eo/A 
15 10 
実験的考察
確率分布関数がその積率母関数によって一意に決定
されるとはし、っても，その積率母関数を伝達関数とみ
て Analogue計算機上に Simulateする実際的方法
には， 92においても一部ふれたこ、とし もちろん種
々のやり方が考えられる 2)，5)0Analogue Simulation 
の適用対象としては，信号変換において重要な位置を
占める具体例にまず注目し，この具体例として，直交
展開に基づく手法に92・l(HJの場合を，非直交展開
に基づく手法に 92・2(HJの場合を，特に採り上げ
TこO
3 
0.3 
司ー自一一一Theoreticalcurve 
一一一AnalogueSimulation 
直交展開に基づく AnalogueSimulation 
(A) 92・1(H J Case m (N = 3)に対する Analogue
Simulation : 
Nが偶数値をとる場合は CaseIVに含まれるから，
ここではNが奇数値の場合について実験を行なった。
積率母関数(12)式の分母を， 92・1(1 J (B)の手法の
もと，二項定理によって sの2次式で近似した場合の
帰還型計算機接続図を Fig.4に示した。(ここでは
3 • 1 
(B) ~2 ・ 1 (H J CaseIV 0.'1 =0.200，A'2=0.175，A'a= 
0.150， A'4=0.125， A'5=0.100， A'6=0.075， A'7=0.050 
ん=0.025)に対する AnalogueSimulation : 
Fig.6はこれに対する計算機接続図で，各約の値
の変更は各 Potentiometerの調節によりなされるo
N値を種々変えた場合，表領域で対応する各確率分布
形状がし、かに変化していくかを理論的に陽表示するこ
とは全く困難であるが， この AnalogueSimulation 
Techniqueによれば分布曲線の Nによる形状変化模
様を，容易に直接記録紙上でみることができるO この
様子を示したのが，Fig.7であるoN値が大になるとと
634K 
634K 
s→O.lS'，したがって t→10 t'なる Scale換算を
用いている〉。実験結果は Fig5で理論曲線とともに
示されている O
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もに確率分布は Gauss分布に
漸近していくことがわかるo さ
らに理論的分布曲線との一致度
をみるため，N= 8と同定し，
実験結果と理論曲線との比較を
行なったのがFig.8であるD 統
計的 Laguerre直交以IJ日による
理論的確率宿度分布表示(8)式に
おいて，初項より逐次展開項を
付加して理論的に~11 1Jした分布i
が，Analogue Simulation によって得られた実験的
確本分布dl，線に漸近していく傾向にあることがうかが
われるD
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F ig. 7 Effect of freedom N and parameters 
;.ri on the probability distribution in the 
case lV. A. Cumulative distribution 
curves. B. Distribution density curves. 
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Fig.8 Comparison between experimental and 
theoretical curves for Eq. (13). 
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3 .2 非直交展開に基づく AnalogueSimu)ation 
~ 2 ・ 2 [n J (ε= 1/2， A=2.0， m=2)に対す
る AnalogueSimulation : 
計算機接続凶を Fig.9に示し， 尖験結栄と理論，1，*息
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との比較を行なったのが Fig.10である O 展開表示
(16)式の補正項に対応した AnalogueSimulation の
回路部分を Fig.9 で逐次付加するにしたがい，理論
的に算出した Bessel分布曲線に漸近していくことが
わかる。
4 結 言
本論文は，正領域内でのみ揺らぐ任意のあらゆる不
規則変動波にも対処できることから工学的に応用範囲
の広いものであり，さらに，表領域における累積確率
分布表示や確率密度分布表示が，裏領域における積率
母関数から理論的に陽に導出できない場合において
も，この研究における AnalogueSimulation Tech-
niqueを用いて上の 2つの分布曲線を同時にLかも直
接えがきだすことができる O 本報告においては，実験
の部は積率母関数が既知(ただLんは任意、)の場合の
みについて AnalogueSimulationを行なったので、あ
るが，統計的 Laguerre直交展開(1)式ならびに r一
分布型展開構成(14)式の理論的指針にしたがえば， い
かなる不規則変動の確率分布に対しても(それがたと
え数学的に関数表示できなくても〉ただ一つの Ana-
logue Simulation Systemでもって前以て組んでおく
ことができ，各不規則現象における特殊な個々の統計
的性質は，回路網に内在する各 Potentiometerを調
節するのみで、ょいといった重要な工学的価値をもって
いる O 一般に，正領域内の畳み込み積分で与えられる
ような確率分布問題に対しても，本論文における
Analogue Simulation Techniqueがそのまま適用で
きるこというまでもない。
なお， Analoge Simulation Techniqueの適用対象
として選んだ各具体例における分布曲線は，いうまで
もなく，雑音解析の分野で工学的に重要な意味をもっ
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